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３ 固有値・固有ベクトル 

 固有値、固有ベクトルは線形な系の特性を考えるうえで非常に重要である。また、主成

分分析のような統計解析にも用いられる。ここでは計算機を用いて実対称行列の固有値、

固有ベクトルを求める方法を学ぶ。 

 

３．１ はじめに 

図のようなバネ定数ｋのバネによってつながれた質量ｍのおもりがどのような振動をす

るか考える。 

 

それぞれのおもりの変位をｘ１とｘ２すると、運動方程式は次のように書ける。 

{
𝑚𝑥̈1 = −𝑘𝑥1 − 𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

𝑚𝑥̈2 = −𝑘(𝑥2 − 𝑥1) − 𝑘𝑥2
 

簡単のため、質量ｍとバネ定数ｋを１として、 

{
𝑥̈1 =
𝑥̈2 =

−2𝑥1
𝑥1

+𝑥2
−2𝑥2

 

とする。ここで、調和振動を仮定して、 

𝑥1 = 𝑥̂1 sin𝜔𝑡 , 𝑥2 = 𝑥̂2 sin𝜔𝑡 

とおくと、 

{
−𝜔2𝑥̂1 =

−𝜔2𝑥̂2 =

−2𝑥̂1
𝑥̂1

+𝑥̂2
−2𝑥̂2

 

と書ける。さらに、この連立方程式は、ベクトルと行列を用いて、 

(
2 −1
−1 2

) (
𝑥̂1
𝑥̂2
) = λ (

𝑥̂1
𝑥̂2
) 

と書きかえることができる。ただしλ＝ω２である。つまり、この連成振動の問題は、行列

(
2 −1
−1 2

)をかけたときに定数倍になるようなベクトル(
𝑥̂1
𝑥̂2
)と、そのベクトルに対応する定

数λを求める問題に置きかえられることになる。この方程式の解は、(
𝑥̂1
𝑥̂2
) = (

0
0
)という自

明な解を除くと、λ＝１に対して(
𝑥̂1
𝑥̂2
) = (

1
1
)、λ＝３に対して(

𝑥̂1
𝑥̂2
) = (

1
−1
)である。前者は

ふたつのおもりが同じ運動をする場合、後者はふたつのおもりが逆の運動をする場合であ

る。このような数学的な問題においてはλを固有値、対応するベクトルを固有ベクトルと

よんでいる。以上のように、系の時間変化を決定する方程式系を行列によって記述し、固
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有値、固有ベクトルを計算すると、系が持っている固有の振動のパターンを調べることが

できる。このような固有の振動パターンを固有振動とよぶことがある。 

 

以下では、行列の固有値、固有ベクトルの性質や計算方法について考え、系の固有振動

を調べるために応用してみる。 

 

３．２ 固有値・固有ベクトル 

ある正方行列Ａについて、零ベクトルではないベクトルx⃗ が存在して、 

A𝑥 = λ𝑥  

を満たすとき、λを行列Ａの固有値(eigenvalue)、𝑥 を固有ベクトル(eigenvector)という。

行列Ａの固有値λは、 

det(A − 𝜆E) = 0 

を満たす。 

［証明］ 

λを行列Ａの固有値、x⃗ を固有ベクトルとすると、 

A𝑥 = λ𝑥  

より、 

(A − 𝜆E)𝑥 = 0⃗  

ここで、A − 𝜆Eに逆行列が存在すると仮定する。左から逆行列(A − 𝜆E)−1をかけると、 

𝑥 = 0⃗  

となり、𝑥 が零ベクトルではないという条件に反し矛盾が生じる。したがって、A − 𝜆E

に逆行列は存在しない。ゆえに、 

det(A − 𝜆E) = 0 

である。 

 

 逆に、det(A − 𝜆E) = 0を満たすλは行列Ａの固有値であることがわかっている 1。 

λはＡの固有値である ⇔ Ａ－λＥの行列式はゼロである 

 

 det(A − 𝜆E) = 0は、固有値λに関するｎ次方程式になっている。この方程式を固有方程

式（特性方程式）(characteristic equation)という。一般にｎ次方程式の解は重解を含めれ

ばｎ個存在するので、ｎ次正方行列Ａの固有値は重複を含めてｎ個存在する。 

 

 また、上の命題においてλ = 0の場合を考えれば、ある正方行列が正則であれば固有値は

ゼロではない。逆に、ある正方行列の固有値がゼロでなければ正則である。つまり、 

正則である ⇔ 固有値がゼロではない 

 

問１．以下の行列の固有値、固有ベクトルをすべて求めよ。 
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（１）(
2 2
1 3

) （２）(
1 −3 0
−2 2 0
0 0 2

) 

 

３．３ エルミート行列 

 正方行列Ａのすべての成分𝑎ijが実数であって、𝑎ij = 𝑎jiを満たすとき、行列Ａを実対称行

列(real symmetric matrix)という。また、複素数の場合に拡張して、正方行列Ａのすべて

の成分𝑎ijについて、𝑎ijが𝑎jiの複素共役ãjiと等しい、つまり𝑎ij = 𝑎̃jiを満たすとき、行列Ａを

エルミート行列(Hermitian matrix)という。実対称行列とは、転置行列が自分自身に等し

い行列のことであり、エルミート行列とは、随伴行列が自分自身と等しい行列のことであ

る。 

 

エルミート行列にはいくつかの重要な性質がある。 

エルミート行列の固有値はすべて実数である。 

［証明］ 

エルミート行列Ａのある固有値をλ、固有ベクトルを𝑥 とすると、 

𝑥 ∗A𝑥 = 𝑥 ∗(A𝑥 ) = 𝑥 ∗(𝜆𝑥 ) = 𝜆𝑥 ∗𝑥  

が成り立つ。一方、Ａ＊＝Ａだから、 

𝑥 ∗A𝑥 = 𝑥 ∗A∗𝑥 = (𝑥 ∗A∗)𝑥 = (A𝑥 )∗𝑥 = (𝜆𝑥 )∗𝑥 = 𝜆̃𝑥 ∗𝑥  

ふたつの式を比べると、 

𝜆̃ = 𝜆 

となるから、λは実数である。 

また、 

エルミート行列の異なる固有値に対応する固有ベクトルは互いに直交する。 

［証明］ 

エルミート行列Ａのふたつの異なる固有値をλ１、λ２、それぞれの固有値に対応する

固有ベクトルを𝑥 1、𝑥 2とすると、 

𝑥 2
∗
A𝑥 1 = 𝑥 2

∗
(A𝑥 1) = 𝑥 2

∗
(λ1𝑥 1) = λ1𝑥 2

∗
𝑥 1 

が成り立つ。一方、Ａ＊＝Ａだから、 

𝑥 2
∗
A𝑥 1 = 𝑥 2

∗
A∗𝑥 1 = (A𝑥 2)

∗𝑥 1 = (𝜆2𝑥 2)
∗𝑥 1 = 𝜆̃2𝑥 2

∗
𝑥 1 = 𝜆2𝑥 2

∗
𝑥 1 

ふたつの式を比べると、 

𝜆1𝑥 2
∗
𝑥 1 = 𝜆2𝑥 2

∗
𝑥 1 

となる。λ１≠λ２だから、 

𝑥 2
∗
𝑥 1 = 0 

したがって、異なる固有値に対応する固有ベクトルは直交する。 

 

３．４ べき乗法による固有値・固有ベクトルの計算 
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実対称行列Ａの固有値、固有ベクトルのうち、絶対値が最大の固有値と、その固有値に

対応する固有ベクトルは比較的容易に計算できる。たとえば、 

A = (
1.8 0.4
0.4 1.2

) 

の固有値、固有ベクトルは、 

𝜆1 = 2, 𝑥1⃗⃗  ⃗ = (
0.894
0.447

), 

 𝜆2 = 1, 𝑥2⃗⃗⃗⃗ = (
−0.447
0.894

) 

である。ここで、適当なベクトル𝑦0⃗⃗⃗⃗ = (
1
0
)に行列Ａをかけて、𝑦1⃗⃗  ⃗を得るものとする。 

𝑦1⃗⃗⃗⃗ = (
1.8 0.4
0.4 1.2

) (
1
0
) = (

1.8
0.4
) 

を得る。もう一度行列Ａをかけて、 

𝑦2⃗⃗⃗⃗ = (
1.8 0.4
0.4 1.2

) (
1.8
0.4
) = (

3.4
1.2
) 

を得る。同様にして、ベクトルyn⃗⃗⃗⃗ を計算していくと、 

𝑦3⃗⃗⃗⃗ = (
6.6
2.8
), 𝑦4⃗⃗  ⃗ = (

13.0
6.0

), 𝑦5⃗⃗⃗⃗ = (
25.8
12.4

), … 

となる。この例では、ベクトルに行列Ａを何回もかけることによって、𝑥1⃗⃗  ⃗ = (
0.894
0.447

)の定数

倍に収束していくようである。実は、適当なベクトルに実対称行列を多数回かけると、絶

対値が最大の固有値に対応する固有ベクトルに収束することが知られている。以下では、

実対称行列のこのような性質を検討し、実対称行列Ａの固有値、固有ベクトルのうち、絶

対値が最大の固有値と、その固有値に対応する固有ベクトルを求める方法を考える。 

 

ｎ次の正方行列の固有値は、固有方程式が重解を持つ場合を除いて、ｎ個存在する。し

たがって、対応する固有ベクトルもｎ個存在する。実対称行列であれば、固有ベクトルは

互いに直交するので一次独立である。ゆえに、任意のｎ次元ベクトルは、ｎ個の固有ベク

トルの線形結合で表わすことができる。ここで、零ベクトルではない、あるｎ次元ベクト

ルをy⃗ 、ｎ次実対称行列Ａの固有値を絶対値の大きいほうから順にλ１、λ２、…、λｎ、対

応する固有ベクトルを𝑥 1、𝑥 2、…、𝑥 nとすると、 

𝑦 = 𝑐1𝑥 1 + 𝑐2𝑥 2 +⋯+ 𝑐n𝑥 n 

と書ける。ここで、ｃｉは実数である。ただし、各固有ベクトルは絶対値が１になるように

規格化されているものとする。y⃗ に左から行列Ａをｋ回かけると、 

A𝑘𝑦 = 𝑐1A
𝑘𝑥 1 + 𝑐2A

𝑘𝑥 2 +⋯+ 𝑐nA
𝑘𝑥 n = 𝑐1𝜆1

𝑘𝑥 1 + 𝑐2𝜆2
𝑘𝑥 2 +⋯+ 𝑐n𝜆n

𝑘𝑥 n 

となる。ここで、ｉ≧２に対して、｜λｉ｜＜｜λ１｜だから、 

lim
𝑘→∞

|𝜆i
𝑘|

|𝜆1
𝑘|
= 0 

ゆえに、 
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lim
𝑘→∞

|𝑐i𝜆i
𝑘𝑥 i|

|𝑐1𝜆1
𝑘𝑥 1|

= lim
𝑘→∞

|𝑐i𝜆i
𝑘|

|𝑐1𝜆1
𝑘|
=
|𝑐i|

|𝑐1|
lim
𝑘→∞

|𝜆i
𝑘|

|𝜆1
𝑘|
= 0 

したがって、ｋ→∞のとき、 

A𝑘𝑦 

|A𝑘𝑦 |
=
𝑐1𝜆1

𝑘𝑥 1 + 𝑐2𝜆2
𝑘𝑥 2 +⋯+ 𝑐n𝜆n

𝑘𝑥 n

|𝑐1𝜆1
𝑘𝑥 1 + 𝑐2𝜆2

𝑘𝑥 2 +⋯+ 𝑐n𝜆n
𝑘𝑥 n|

→
𝑐1𝜆1

𝑘𝑥 1

|𝑐1𝜆1
𝑘𝑥 1|

 

つまり、適当なベクトルy⃗ に対して行列Ａを多数回かければ、絶対値が最大である固有値に

対応する固有ベクトルに収束する。実際に計算するときには、｜λ１｜＞１であればｋ→∞

で|A𝑘𝑦 | → ∞、｜λ１｜＜１であれば|A𝑘𝑦 | → 0となるので、行列Ａをかけるごとにベクトル

y⃗ を規格化するとよい。このようにして実対称行列の絶対値が最大の固有値と、対応する固

有ベクトルを求める方法をべき乗法(power iteration)という。 

 

 行列Ａの固有値がλ１、λ２、…、λｎであるとき、逆行列Ａ－１の固有値はλ１
－１、 

λ２
－１、…、λｎ

－１である。したがって、絶対値が最小である固有値を求めるときは、逆行

列について絶対値が最大である固有値を求めればよい。 

 

課題３－１：①任意の実対称行列に対して、べき乗法を用いて絶対値が最大である固有値

に対応する固有ベクトルを計算するプログラムを作成せよ。固有ベクトルを計算するプロ

グラムは POWMAX という名前のサブルーチン（C の場合は powmax という名前の関数）とし

て作成せよ。サブルーチン（関数）の中では、別に作成したサブルーチン（関数）を参照

してもよい。主プログラム中ではｎの値は固定でよいが、サブルーチン（関数）は任意の

ｎに対して適用可能なもの（ｎの値を変更しても内部を書き替えなくてよいもの）にせよ

（②も同様）。反復の回数は十分に大きな値（たとえば１００回）を固定値として与えれば

よい。 

 

②任意の正則な実対称行列に対して、逆行列を計算し、さらにべき乗法を適用することに

よって、絶対値が最小である固有値に対応する固有ベクトルを計算するプログラムを作成

せよ。固有ベクトルを計算するプログラムは POWMINという名前のサブルーチン（C の場合

は powminという名前の関数）として作成せよ。サブルーチン（関数）の中では、別に作成

したサブルーチン（関数）を参照してもよい。また、これまでに作成したサブルーチン（関

数）（逆行列を計算するプログラムや、①で作成したプログラム）を活用することが望まし

い。 

 

③作成したプログラムを用いて、以下の実対称行列の絶対値が最大の固有値と対応する固

有ベクトル、および絶対値が最小の固有値と対応する固有ベクトルを求めよ。 

(

  
 

0.9 0.4 0.1
0.4 0.8 0.5
0.1 0.5 0.8

−0.3 −0.1 0.2
0.0 −0.2 −0.1
0.4 −0.1 −0.2

−0.3 0.0 0.4
−0.1 −0.2 −0.1
0.2 −0.1 −0.2

0.7 0.3 −0.1
0.3 0.8 0.4
−0.1 0.4 0.6 )

  
 

 

固有ベクトルは、①、②で作成したサブルーチン（関数）を用いて計算せよ。固有値は、

サブルーチン（関数）の中で計算する必要はなく、主プログラムの中で計算してよい。計
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算に用いたプログラム（①で作成したサブルーチンまたは関数を使って③を解いたもの

（prog03_1_1.f または prog03_1_1.c）と②で作成したサブルーチンまたは関数を使って③

を解いたもの（prog03_1_2.f または prog03_1_2.c））と、③で得られた固有値、固有ベク

トルを記したテキストファイル（answer03_1.txt）を提出せよ。 

 

３．５ グラム・シュミットの直交化 

 ｎ次元の空間において、たがいに直交し大きさが１であるｎ個のベクトルの組を正規直

交基底(orthogonal basis)という。たとえば、実対称行列の固有ベクトルはたがいに直交す

るから、実対称行列Ａの規格化された固有ベクトルの組{𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n}は正規直交基底である。

ここでは、任意の正則な正方行列Ａ＝(𝑎 1, 𝑎 2, … , 𝑎 n)から、正規直交基底{𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n}を求め

ることを考える。はじめに、２次の正則な正方行列Ａ＝(
2 3
−2 1

)を例にして、正規直交基

底を求める方法を考えよう。 

１）  𝑎 1 = (
2
−2
)を規格化して、𝑥 1 = (

√2/2

−√2/2
)が得られる。 

２－１）𝑎 2 = (
3
1
)のうち、(

√2/2

−√2/2
)と平行な成分の大きさを求める。 

      (
3
1
) ∙ (

√2/2

−√2/2
) = √2 

２－２）平行な成分を差し引く。 

      (
3
1
) − √2(

√2/2

−√2/2
) = (

2
2
) 

２－３）(
2
2
)を規格化して、𝑥 2 = (

√2/2

√2/2
)が得られる。 

このようにして得られたＱ＝(𝑥 1, 𝑥 2)＝(
√2/2 √2/2

−√2/2 √2/2
)は直交行列である。 

 

次に、一般に、ｎ次の正則な正方行列Ａ＝(𝑎 1, 𝑎 2, … , 𝑎 n)から、正規直交基底{𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n}

を求めることを考えてみる。 

𝑥 1 =
𝑎 1
|𝑎 1|

 

𝑥 2 =
𝑎 2 − (𝑎 2 ∙ 𝑥 1)𝑥 1
|𝑎 2 − (𝑎 2 ∙ 𝑥 1)𝑥 1|

 

𝑥 3 =
𝑎 3 − (𝑎 3 ∙ 𝑥 1)𝑥 1 − (𝑎 3 ∙ 𝑥 2)𝑥 2
|𝑎 3 − (𝑎 3 ∙ 𝑥 1)𝑥 1 − (𝑎 3 ∙ 𝑥 2)𝑥 2|
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… 

𝑥 n =
𝑎 n − (𝑎 n ∙ 𝑥 1)𝑥 1 − (𝑎 n ∙ 𝑥 2)𝑥 2 −⋯− (𝑎 n ∙ 𝑥 n−1)𝑥 n−1
|𝑎 n − (𝑎 n ∙ 𝑥 1)𝑥 1 − (𝑎 n ∙ 𝑥 2)𝑥 2 −⋯− (𝑎 n ∙ 𝑥 n−1)𝑥 n−1|

 

このようにして得られたベクトルの組{𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n}は正規直交基底である。つまり、行列 

Ｑ＝(𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n)は直交行列になっている。このようにして正則な正方行列から直交行列

を求める方法をグラム・シュミットの直交化（シュミットの直交化）(Gram-Schmidt 

orthogonalization)という。 

 

問２．以下の行列に対して、グラム・シュミットの直交化を行なえ。 

（１）(
−1 1 0
0 2 −3
1 −1 4

) （２）(

2 −1
0 −2

−1 3
1 1

0 2
2 −1

−1 2
−2 1

) 

 

３．６ ＱＲ分解 

正則な正方行列Ａ＝(𝑎 1, 𝑎 2, … , 𝑎 n)について、グラム・シュミットの直交化によって直交

行列Ｑ＝(𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n)を求める。このとき、𝑎 iはｉ個のベクトル{𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 i}の線形結合に

なっている。したがって、 

Ａ＝ＱＲ 

と書くことができる。ここで、行列Ｒは対角成分よりも左下にある成分はすべてゼロであ

る。このような行列を上三角行列(upper triangular matrix)という。このように、正則な

正方行列を直交行列と上三角行列の積に分解することをＱＲ分解(QR decomposition)とい

う。任意の正則な正方行列は、符号を除いて一意にＱＲ分解できる。 

 

問３．問２の行列（１）、（２）に対して、ＱＲ分解を行なえ。なお、上三角行列ＲはＲ＝

Ｑ－１Ａによって求められる。Ｑ－１を求めるときには、Ｑが直交行列であることに注意せよ。 

 

３．７ ＱＲ法による固有値・固有ベクトルの計算 

 べき乗法では、適当なベクトル𝑦 1に対して、実対称行列Ａをかけるという操作を多数回

反復することによって絶対値が最大の固有値に対応する固有ベクトル𝑥 1に収束させた。実

対称行列の固有ベクトルはたがいに直交する。したがって、適当なベクトル𝑦 2に対して、

行列Ａをかけてベクトル𝑦 1と平行な成分を取り除くという操作を反復すると、絶対値が２

番目に大きい固有値に対応する固有ベクトル𝑥 2に収束すると期待される。一般に、適当な

ベクトルy⃗ iに対して、行列Ａをかけてベクトル𝑦 1、…、𝑦 i−1と平行な成分を取り除くという

操作を反復すると、絶対値がｉ番目に大きい固有値に対応する固有ベクトル𝑥 iに収束する。

初期のベクトルの組{𝑦 1, 𝑦 2, … , 𝑦 n}を(𝑦 1, 𝑦 2, … , 𝑦 n)＝Ｅ（Ｅは単位行列）としたとき、以上の

操作を次のように書くことができる。 

Ａ＝ＡＥ＝Ｐ１Ｒ１ 

ＡＰ１＝Ｐ２Ｒ２ 

ＡＰ２＝Ｐ３Ｒ３ 

ＡＰ３＝Ｐ４Ｒ４ 

… 

ただし、Ｐkは直交行列、Ｒkは上三角行列である。ｋ→∞のとき、𝑦 i→𝑥 iだから、 
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Ｐｋ→(𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n)である。これらの式は左からＰｋ
－１をかけることによって、次のように

変形できる。 

Ａ＝ＡＥ＝Ｐ１Ｒ１ 

Ｐ１
－１ＡＰ１＝Ｐ１

－１Ｐ２Ｒ２ 

Ｐ２
－１ＡＰ２＝Ｐ２

－１Ｐ３Ｒ３ 

Ｐ３
－１ＡＰ３＝Ｐ３

－１Ｐ４Ｒ４ 

… 

ここで、 

Ｑ１＝Ｐ１ 

Ｑ２＝Ｐ１
－１Ｐ２ 

Ｑ３＝Ｐ２
－１Ｐ３ 

Ｑ４＝Ｐ３
－１Ｐ４ 

… 

と定義すると、Ｑｋは直交行列であって、 

Ａ＝Ｑ１Ｒ１ 

Ｑ１
－１ＡＱ１＝Ｑ２Ｒ２ 

Ｑ２
－１Ｑ１

－１ＡＱ１Ｑ２＝Ｑ３Ｒ３ 

Ｑ３
－１Ｑ２

－１Ｑ１
－１ＡＱ１Ｑ２Ｑ３＝Ｑ４Ｒ４ 

… 

となる。一般には、 

Ｑｋ－１
－１…Ｑ２

－１Ｑ１
－１ＡＱ１Ｑ２…Ｑｋ－１＝ＱｋＲｋ 

と書ける。両辺に左からＱｋ
－１、右からＱｋをかけると、 

Ｑｋ
－１…Ｑ２

－１Ｑ１
－１ＡＱ１Ｑ２…Ｑｋ＝ＲｋＱｋ 

となる。下の式を上の式に代入すると、 

Ｒｋ－１Ｑｋ－１＝ＱｋＲｋ 

が得られる。具体的には、 

Ａ＝Ｑ１Ｒ１ 

Ｒ１Ｑ１＝Ｑ２Ｒ２ 

Ｒ２Ｑ２＝Ｑ３Ｒ３ 

Ｒ３Ｑ３＝Ｑ４Ｒ４ 

… 

である。したがって、次のような手順によって、実対称行列Ａの固有値、固有ベクトルを

求めることができる。 

（１）行列ＡをＱＲ分解し、 

得られた行列Ｑ１、Ｒ１についてＲ１Ｑ１を計算して行列Ａ１とする。 

（２）行列Ａ１をＱＲ分解し、 

得られた行列Ｑ２、Ｒ２についてＲ２Ｑ２を計算して行列Ａ２とする。 

一般に、 

（ｋ）行列Ａｋ－１をＱＲ分解し、 

得られた行列Ｑｋ、ＲｋについてＲｋＱｋを計算して行列Ａｋとする。 

このようにＱＲ分解を反復することによって、Ｑ１Ｑ２Ｑ３…Ｑｋは行列Ａの固有ベクトルの

組{𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n}からなる行列(𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 n)に収束する。また、このとき、Ｒｋは対角行列に

収束し、対角成分は行列Ａの固有値の絶対値に収束する。このようにして実対称行列の固

有値、固有ベクトルを求める方法をＱＲ法(QR algorithm)という。 
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課題３－２：①任意の正則な正方行列に対してグラム・シュミットの直交化を行なうプロ

グラムを作成せよ。 

 

②次に、そのプログラムを拡張して、任意の正則な正方行列に対してＱＲ分解を行なうプ

ログラムを作成せよ。Ｑを求めてからＲを求めるのではなく、ＱとＲはグラム・シュミッ

トの直交化のときに同時に求められる。ＱＲ分解を行なうプログラムは QRDEV という名前

のサブルーチン（C の場合は qrdev という名前の関数）として作ること。サブルーチン（関

数）の中では、別に作成したサブルーチン（関数）を参照してもよい。 

 

③さらに、②で作成したサブルーチン（関数）を用いて、任意の正則な実対称行列につい

て、ＱＲ法を用いて固有値、固有ベクトルを計算するプログラムを作成せよ。固有値、固

有ベクトルを計算するプログラムは EIGEN という名前のサブルーチン（C の場合は eigen

という名前の関数）として作ること。また検算を適宜行なうこと。 

 

④作成したサブルーチン（関数）を用いて、以下の実対称行列の固有値、固有ベクトルを

すべて求めよ。 

(

  
 

0.9 0.4 0.1
0.4 0.8 0.5
0.1 0.5 0.8

−0.3 −0.1 0.2
0.0 −0.2 −0.1
0.4 −0.1 −0.2

−0.3 0.0 0.4
−0.1 −0.2 −0.1
0.2 −0.1 −0.2

0.7 0.3 −0.1
0.3 0.8 0.4
−0.1 0.4 0.6 )

  
 

 

計算に用いたプログラム（prog03_2.fまたは prog03_2.c）と、固有値、固有ベクトルを記

したテキストファイル（answer03_2.txt）を提出せよ。 

 

課題３－３：図のようなバネ定数ｋのバネによってつながれた質量ｍのおもり３個につい

て、運動方程式を書け。つぎに、課題３－２で作成したプログラムを用いて固有振動（周

期とパターン）をすべて求めよ。簡単のためｋ＝１、ｍ＝１としてよい。 

 

結果を簡単なレポートとしてまとめ、PDF ファイル（report03_3.pdf）で提出せよ。 
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応用例１： 

糸の長さが l（＝l１＋l２）である、２つの振り子を考える。２つの振り子は、上から l１の

場所で横糸によって結ばれている。このような振り子はどのような振動をするだろうか。 

 

 

それぞれのおもりの変位をｘ１とｘ２すると、運動方程式は次のように書ける。 

{

𝑥̈1 = −𝑔
𝑥1 − 𝑥0
𝑙2

𝑥̈2 = −𝑔
𝑥2 − 𝑥0
𝑙2

 

さらに、横糸の変位をｘ０とすると、横糸にはたらく力の和はゼロだから、 

−2𝑔
𝑥0
𝑙1
+ 𝑔

𝑥1 − 𝑥0
𝑙2

+ 𝑔
𝑥2 − 𝑥0
𝑙2

= 0 

より、 

𝑥0 =
𝑙1

𝑙1 + 𝑙2

𝑥1 + 𝑥2
2

 

となる。したがって、おもりについての運動方程式は、 

{
 

 𝑥̈1 = −𝑔
𝑙1 + 2𝑙2

2𝑙2(𝑙1 + 𝑙2)
𝑥1

𝑥̈2 =   𝑔
𝑙1

2𝑙2(𝑙1 + 𝑙2)
𝑥1

+𝑔
𝑙1

2𝑙2(𝑙1 + 𝑙2)
𝑥2

−g
𝑙1 + 2𝑙2

2𝑙2(𝑙1 + 𝑙2)
𝑥2

 

と書ける。簡単のため、重力加速度ｇと糸の全体の長さ l１＋l２を１として、 

{
 

 𝑥̈1 = −
1 + 𝑙2
2𝑙2

𝑥1

𝑥̈2 =   
1 − 𝑙2
2𝑙2

𝑥1

+
1 − 𝑙2
2𝑙2

𝑥2

−
1 + 𝑙2
2𝑙2

x2

 

とする。ここで、調和振動を仮定して、 

𝑥1 = 𝑥̂1 sin𝜔𝑡 , 𝑥2 = 𝑥̂2 sin𝜔𝑡 

とおくと、 
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{
 

 −𝜔2𝑥̂1 = −
1 + 𝑙2
2𝑙2

𝑥̂1

−𝜔2𝑥̂2 =   
1 − 𝑙2
2𝑙2

𝑥̂1

+
1 − 𝑙2
2𝑙2

𝑥̂2

−
1 + 𝑙2
2𝑙2

𝑥̂2

 

と書ける。さらに、この連立方程式は、ベクトルと行列を用いて、 

(

 
 

1 + 𝑙2
2𝑙2

−
1 − 𝑙2
2𝑙2

−
1 − 𝑙2
2𝑙2

1 + 𝑙2
2𝑙2 )

 
 
(
𝑥̂1
𝑥̂2
) = 𝜆 (

𝑥̂1
𝑥̂2
) 

と書きかえることができる。ただしλ＝ω２である。この方程式の解は、λ＝１に対して

(
𝑥̂1
𝑥̂2
) = (

1
1
)、λ＝１／l２に対して(

𝑥̂1
𝑥̂2
) = (

1
−1
)である。前者はふたつのおもりが同じ運動を

する場合、後者はふたつのおもりが逆の運動をする場合である。 

 

たとえば、l２＝0.9 であれば、角振動数が１の単振動と、角振動数が√１／0.9＝1.054 の

単振動が解として得られる。一般には、この２つの解の任意の重ね合わせが解になる。２

つの単振動の振幅が等しい場合には、次の図のような結果になる。 

 

振り子１ 

 
振り子２ 

 

 

 このように系に固有な振動パターンを求めるときには、固有値、固有ベクトルの計算が

有効であることが多い。 
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応用例２： 

客観解析データのような観測（解析）データから、もっとも主要な変動成分を検出する

ために行われる解析として、主成分分析（ＥＯＦ解析）とよばれる手法がある。 

 

たとえば、時刻ｉにおけるｎ番目の格子点での観測値（時間平均を差し引いた偏差）を

ｘｎ
ｉとする。ここで、ある時刻ｉにおける各格子点のｘｎ

ｉの値を縦に並べ、ｎ個の成分を

持つベクトル𝑥i⃗⃗  ⃗として表すことにする。このようなデータに関して、変動パターンａｎを定

義し、同様にベクトル𝑎 として表す。このとき、ベクトル𝑎 とベクトル𝑥i⃗⃗  ⃗との内積は、 

𝑎 ∙ 𝑥i⃗⃗  ⃗ = 𝑎 T𝑥i⃗⃗  ⃗ = 𝑥i⃗⃗  ⃗
T
𝑎  

と書ける。このようにして得られた内積の絶対値が大きい場合には、時刻ｉに観測された

パターンｘｎ
ｉの中に、自分で定義した変動パターンａｎに対応する成分が多く含まれてい

るといえる。 

 

観測されたパターンｘｎ
ｉにａｎに対応する成分がどの程度含まれているか統計的に評価

するため、内積の絶対値の２乗の時間平均値〈|𝑎 T𝑥  |2〉を求める。 

〈|𝑎 T𝑥  |2〉 = 〈𝑎 T𝑥  𝑥 T𝑎 〉 = 𝑎 T〈𝑥  𝑥 T〉𝑎  

ここで、〈 〉は時間平均（ｉ個のデータの平均）を表している（ベクトルや行列の場合は

各成分をそれぞれ時間平均する）。〈𝑥  𝑥 T〉はｎ次の実対称行列であって、（ｍ，ｎ）成分は、

地点ｍでの偏差の時間変化と地点ｎでの偏差の時間変化の共分散になっている。このよう

な行列のことを分散共分散行列とよんでいる。 

 

ここで、内積の絶対値の２乗の時間平均値𝑎 T〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 を最大にするようなベクトル𝑎 を
求めることを考える。𝑎 T〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 は、ベクトル𝑎 とベクトル〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 との内積とみなすこと

ができる。つまり、 

𝑎 T〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 = 𝑎 ∙ (〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 ) 

である。内積とは、２つのベクトルの大きさの積に、２つのベクトルがなす角の余弦をか

けたものである。したがって、ベクトル〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 の大きさが最大になったときに、仮に、

ベクトル〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 がベクトル𝑎 に平行であれば、そのとき、𝑎 T〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 は最大となる。実際、

ベクトル〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 の大きさが最大になるのは、行列〈𝑥  𝑥 T〉の最大固有値に対応する固有ベ

クトルをベクトル𝑎 と定義した場合であり、このとき、ベクトル〈𝑥  𝑥 T〉𝑎 はベクトル𝑎 に平

行である。したがって、行列〈𝑥  𝑥 T〉の最大固有値に対応する固有ベクトルをベクトル𝑎 と
定義すれば、観測されたパターンｘｎ

ｉにはａｎに対応する成分が最も多く含まれるように

なる。 

 

 同様に、ｋ番目に大きい固有値に対応する固有ベクトルは、観測されたパターンｘｎ
ｉの

中にｋ番目に多く含まれる変動パターンである。 

 

 下の図は冬季の北半球の月平均海面気圧偏差場の変動に関して主成分分析を行なったも

のである。最大固有値に対応する固有ベクトルが表す第１モードは図のようになる。これ
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は、極域で気圧が低く、中緯度で気圧が高いパターンであり、北極振動とよばれる。なお、

主成分分析によって得られる第１モードは結果的に最も大きく見えるパターンという意味

であり、そのパターンの発生のしくみについては何も言及していない。一般には、第１モ

ードはいくつかの要因の重ね合わせによって現れることがあり、解析結果の解釈には注意

が必要である。実際に、北極振動のしくみについては、さまざまな議論がある。 

 

 

（NCEP/NCAR の客観解析データより作成） 

 

上の図に示したような偏差の場合には、正の北極振動といい、中緯度域に寒気が流出しに

くいので、日本を含む中緯度域は暖冬になりやすいといわれている。 
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1A − λEの次数をｎとする。det(A − 𝜆E) = 0だから、A − 𝜆Eは正則ではない。ゆえに、A − 𝜆Eの階数

はｎよりも小さい。したがって、基本行列の積として表せる行列Ｐ、Ｑを用いて、 

P(A − 𝜆E)Q = X 

と変形できる。ただし、Ｘは対角成分以外はすべてゼロ、対角成分はｒ番目（ｒ＜ｎ）まで１、そ

れ以降は０である。両辺に右からベクトル(

0
⋮
0
1

)をかけると、 

P(A − 𝜆E)𝑞 = 0⃗  

と変形できる。ただし、q⃗ は行列Ｑの最終列からなるベクトルである。両辺に左から行列Ｐ－１をか

けると、 

(A − 𝜆E)𝑞 = 0⃗  

となって、 

A𝑞 = 𝜆𝑞  

が得られる。したがって、λは行列Ａの固有値である。 

 


